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CONJUNTOS ACOTADOS

Sea X un subconjunto de R
X es acotado superiormente siysélosi, da€eR |[Vx e X x < a

Cada a con esta propiedad se denomina cota superior de X.
Ejemplo

4~ es acotado superiormente puesi—1€R |VXEZ, x< —1

Un elemento a € R se llama supremo de X, cuando a es la menor de las

cotas superiores de X

\ |
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CONJUNTOS ACOTADOS

Sea X un subconjunto de R

X es acotado inferiormente siy sélosi, 3beR |VXx € X,b < x
Cada b con esta propiedad se denomina cota inferior de X.
Ejemplo

N es acotado inferiormente pues3I1 € R |[VX€EN,1 <x

Un elemento b € R se llama infimo de X, cuando b es la mayor de las

cotas inferiores de X

\ |
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CONJUNTOS ACOTADOS

Sea X un subconjunto de R
X es acotado cuando esta acotado superior e inferiormente, esto es,

cuando existen ayb € R tales que X c [a;b]

Ejemplos

El conjunto A — { 1 _|_1 neN } es acotado, A c [1;2]

n
. . 2
Una cota superior del conjunto B={xy|x>0, y>0, x?+y* =1} es 3
x>0, y2>0, 3 Zy > \/x2y?, 5 2 Xy

) 1 L o2
\ B={xy|xy$§} PN
| 4
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DENSIDAD EN R

Sea X un subconjunto de R

Xesdensoen R siysolosi, Vabe R, IxeX |a<x<b

( En todo intervalo abierto no vacio

existe al menos un elemento de X )

Ejemplo

Q esdensoen R [ es denso en R

S}
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Q ES DENSO EN R

1
b—a

Sean a,b € Rtales que a < b, dado que > (, por el principio

1
<n, delocual — il
b — 3 n<b a,

Arquimediano dn € N |

Sea p € Z el maximo entero na, se siguequep <na<p+1,

+1 +1
P A ESa, luego a<pn

A< <b

=)

n

p+1 p+1
a
n n

Finalmente, dx =

| 6
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[ ESDENSOEN R

Seana,b € R tales que a < b, se sigue que el < i
\/§ \/§
Por la demostracion anterior, 3r € Q| - <r< b
f = /s NS =
\/§ \/§

dedonde a<+V3r<b, luego Ix=+3rel|a<x<b

| 7/
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Ejercicio
Seana€R Yy b > 0.

. ExistenmeQ ynel talque 0<m—-—a<by -b<n—a<0?

< o o - o -
—o0 a—b n a m a-+b + o0

Sean

a€R, a+b€ER dadoque QesdensoenR - I meQ/a<m<a+b
O<m-—a<b
" a€ER, a—b€eR dadoquelesdensoenR - 3Inel /a—-b<n<a
' —-b<n—a<y0

| 8
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OPERACION BINARIA

Una operacion binaria o ley de composicién interna, en un conjunto no
vacio A es una aplicacionde A X A en A, es decir la correspondencia
que asocia a cada par ordenado de elementos de A un unico
elemento de A.

Si representamos por * a esta aplicacion, la imagen de (a;b) sera
denotado por a x b, es decir

*tAXA->A

(a;b) > ax*b
Ejemplo 01

. La adicién (+) y la multiplicacion (-) usual, son operaciones
. binariasenN,Z Qy R.

\ :
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pre Sl
' "Ejemplo 2

- Dado 4 = R* y la operacion binaria * definida por la suma usual de
~ numeros reales positivos,

a*b=a+b, Vab €R"
entonces * satisface las propiedades conmutativa y asociativa.
CONMUTATIVA axb=>b=x*a

pues a+b=>b+aenR".

ASOCIATIVA (axb)xc=ax(bx*c), Va,b,c € R
pues (axb)*c=(a+b)xc=(a+b)+c
ax(bxc)=a+(b*xc)=a+(b+c0)

\ 10
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/' Clausura o cerradura

Sea A un conjunto no vacio y unaoperacion *,se dice que la
operaciones cerradaenA siva,be A,axb € A.

Ejemplo 02
Sien A =1{1;2;3;4}, sedefinelaoperacion *xpor ax*b = MCD(a;b)

+ puede definirse mediante la siguiente tabla de doble entrada

* 1 2 3 4
111 1 1 1
211 2 1 2
311 1 3 1
411 2 1 4

\ P . )
\ Notamos que esta operacion satisface la propiedad de clausura. .
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Asociatividad

Sea A un conjunto no vacio y una operacion x,
operacion es asociativa en A si se cumple :

Va,b,ceA = (a*b)*c=ax*x(b*c)
Ejemplo 03

se dice que la

Sea A = R, definimos la operacion * por la regla
a*b=ab+a+b ,VabeR
La operacion asi definida es asociativa, pues se verifica que
(ax*b)xc=a=x(bxc), Va;b;ce R,veamos:
* (a*b)xc=(@b+a+b)*c=(@b+a+b).ct+ab+a+b+c
=abc+ac+bc+ab+a+b+c

e a*(bxc)=a*x(bc+b+c)=albc+b+c)+a+bc+b+c
\ =abc+ab+ac+bc+a+b+c=(a*b)x*c

12
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Conmutatividad

Sea A un conjunto no vacio y una operacion =, definidaen A se dice
que la operacidon es conmutativa en A si se cumple :

V a,beA: a*b=Db=xa
Ejemplo 04
Sea *, una operacién definida sobre N de la siguiente forma:
a*b=a+b+ab
Dado que a+ b +ab =b + a + ba, esta operacion es conmutativa,

luego, a*b =b=x*a

| 13
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Observacion 01

Si A = {a;b;c} y la operacion * en A definida mediante la siguiente
tabla de doble entrada

* b
R
ala_b c
b|b ©._a
c|lc a b,

La operacion es conmutativa, si la matriz de resultados es una
matriz simétrica ( siempre que los elementos del conjunto se operan
ordenadamente ).

\ 14
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Elemento neutro

Sea A # @ y una operacion = definida en A, un elemento e € A
se llama elemento neutro respecto a la operacion = si se cumple:

VaeEA: axe=exa=a

Si en (A,*) existe un elemento neutro, este es unico

Ejemplo 05
En (Z, +),el numero 0 es el elemento neutro.

En (R, ®),talquea®b =a+ b — 3 el elemento neutro es 3.
En (R,:), elnumero 1 es el elemento neutro.

: 15
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Observacion 02

Si A={a;b;c;d} y la operaciéon * es definida en A mediante la
siguiente tabla de doble entrada, ubicamos en la tabla una columna
Ilgual a la columna de entrada y una fila igual a la fila de entrada.

% a b c d
ala b ¢ ¢
b|lb ¢ d a
cle d a b
d|{d a b c

La interseccidn de la columna y la fila mencionada nos dara el
elemento neutro e.

| Observando la interseccion, concluimos que e =a.
\ ’
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Observacion 03

Una operacién * en un conjunto A = {a; b; c} puede tener elemento
neutro, pero no necesariamente ser conmutativa.

Considere * definida mediante la siguiente tabla de doble entrada

Qo O Q

LY 0L
O |T
o o T |o

+ tiene elemento neutro que es b, pero no es conmutativa.

\ w
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Elemento inverso

Sea A un conjunto no vacio y una operacion * en A. Sie € Aes

el elemento neutro, se dice que a € A posee inverso si existe otro
elemento en A denotado por a~! tal que

d*d = d Sl ©

Sea * una operacion binaria asociativa definida en A con elemento
neutro €. Si un elemento a € A posee inverso, este es unico.

Ejemplo 06
En (Q, +), el inverso de 2 es —2.

En (Q,®),talquea®b =a+ b — 3, elinversode 0 es 6.

. En(Q%,),elinversode 2 es 1/2.
\ 18
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Ejemplo 07

En A = {1;2; 3; 4}, se define la operacidon *, mediante la siguiente
tabla de doble entrada

s | 1423 4
11374 |1 2
N P

214 1 /2 3
3|1 2 /BBl 4
412 3 a4 1
Az

Notamosquee =3 yademas 171 =1, 471 =2,2"1=43"1=3

| 19
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Ejercicio 01
En R, se define la operacién * de la siguienteforma as*sb=a+b—1

Determine el valor de verdad e indique la secuencia correcta, sobre las
siguientes proposiciones.

|. * es conmutativa ll. *x es asociativa lll. * tiene elemento neutro
Resolucion

Sean a,b,c € R
.L(V) a*b =a+b—-—1=b+a—-1=b+a

.(V) (a*xb)*xc=(a+b—-1)*xc=(a+b—1)+c—1=a+b—-1+c—-1

=at(b+c—1)—1=a+(b*c)-T =ax*(bxc)

i (V) Del. * es conmutativa, e € R es elemento neutrosia*e = a
\ Sia+e—1=a entoncese = 1.
20
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/' Ejercicio 02

En 7Z, se define la operacién Ademas, a posee inverso si existe a~1
por a * b =a+ b — 3. Calcule tal que a a1 = 3, esto es
271+ 371 ) a+al1-3=3 al=6-a
L=2 = + 0~

Se sigue que

Resolucion 271 =4 31=34"1=2 y 0-1=¢6

Sea a € Z, ya que * es conmutativa Al reemplazar los valores obtenidos

—4+ 6
\ Sia+e—3 =a entoncese = 3 2

\ m
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Ejercicio 03

En RS =[0; +o) se define la Resolucion
operacion * de la siguiente forma Seana,b € R} =
e CrlOes Bl a * b = méax{a; b}
B 2
Determine el valor de verdad e (V) a*Db=max{a;b}
indique la secuencia correcta, sobre = max{b;a} =b=a

las siguientes proposiciones.

|. * es conmutativa I.(V) a*b=max{a;b} >0

Il.va,be R}, a*xb >0 N.(F) e=0

22
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Resolucion

Ejercicio 04 Al ordenar la tabla de doble entrada
En A=1{0;2;4;6;8}, se define la «|l 0 2 4 6 8
operacion * de la siguiente forma ola 6 8 0 2
«|l 0 2 4 6 8 216 8 0 2 4
0|4 6 8 0 2 N
sl2 24 6 8 0 610 2 4 6 8
6|0 2 4 6 8 Nz f TP
418 0 2 4 6 Notamosque e=6, 271 =0,
B 61=6 81l=4y41=8
Calcule

E=[(0x6)""*(6x4)""]+8

\ i il N y
\\\E=[(2 1*61)1*(6*81) 1]*4‘1 :(2*8)*8:6

23
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Resolucion

Ejercicio 05
Al completar |la tabla de doble
En A c N se define * mediante la entrada
tabla
* | 5 7 11 17 25 ---
* | 5 7 11 17 - 4 121 24 30 39 51 -
4 (21 24 30 39 6 |24 27 33 42 54 --.
6 |24 27 33 42 1030 33 39 48 60 ---
1030 33 39 48 1639 42 48 57 69 ---
1639 42 48 57 24151 54 60 69 81 --
Calcule E = 24 % 25 Piden E = 24 %25 =81
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio
01
Dado el conjunto A = Q — {0}, si se define la operacion binaria * sobre

A mediante la regla a=*b = 4ab. Determine el valor de verdad e
indigue la secuencia correcta, sobre las siguientes proposiciones.
I. * esunaoperacidn binaria asociativa.

1
II. Su elemento neutro es <

. 1
lll. El inverso de - €s 2.

A) FFV B) VVV C) VVF D) FVF E) FVV

\ |
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! Ejercicio 02

Si * es una operacion sobre 4 = {0; 1; 2} tal que su elemento neutro es 2,

el unico inverso de 1 es 0, el unico inverso de 0 es 1 y para todo

xeA—1{2}) xx*x # x, halle el valor de
w=[0%x1—-0x0]+[1x1—1%0]4+0=x*2.

A) 0 B) —1 C)1 D) 2 E) 3
Ejercicio 03
Sea |la operacién binaria sobre R, definidapor axb =a+ b — 3ab
a) Probar que * es conmutativa y asociativa.

b) Halle el elemento neutro.
c) Resuelva la ecuaciéon (4« x~1)"1= -3, siendo x~! el inverso de x

bajo la operacion .

\ 26
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